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Abstract 
In this paper we determine all the components fo the variety of complex nilpotent Lie 
algebras of dimension 8. The technique is similar to that used for the smaller dimensions. But in 
this case big difficulties appear resulting from the complexity of the calculus. Thus we have 
developed a formal calculus for use in computers. The case of the dimension 8 is interesting 
because it is the first case where many nonfiliform components appear. 
0. Introduction 
La varitti: des lois d’algkbre de Lie nilpotentes est kductible d&s que ces lois sont de 
dimension supkrieure ou &gale Li Sept. On a pu ktablir que pour les lois de dimension 
IZ (avec n assez grand), le nombre de composantes a un minorant d’ordre 11. Afin de 
mieux comprendre comment se comportent les invariants classiques vis i vis de ces 
composantes il semble utile d’examiner les situations des “petites dimensions”. Le 
premier cas intkressant, celui de la dimension 7, a kti: examini: dans 121. Ici seules deux 
composantes irrkductibles existent. L’une contient les algebres filiformes. l’autre ne 
contient que des algibres dont l’indice de nilpotence ne peut d&passer 5. L’examen de 
la dimension 8 semble necessaire pour se faire une idke sur le nombre des composantes 
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et I’indice de nilpotence de chacune de ces composantes. Le but de ce travail est de 
determiner toutes les composantes dans cctte dimension. Comme le calcul algebrique 
sous-jacent devient vite incontrolable, nous devons faire appel au calcul formel (ici 
gert pour le logiciel Mathrmatir~~~). La resolution du systeme des equations poly- 
nomiales resultant des conditions de Jacobi et des conditions de nilpotence a ete 
obtenu en utilisant les bases de Grobner. 
1. Contractions, perturbations et composantes irrkductibles 
1. I Contructions et pet-tur-bations 
Soit N” la variete des lois d’algebres de Lie nilpotentes complexes de dimension II. Si 
p0 EN”, on note 0(/l,,) l’orbite de /co relative Lt l’action du groupe lineaire Gl(n, C) sur 
N”: 
Gl(n, @) x N” + N”, (.f:,(,,) -tP =I-’ PO (.fxf’) 
0tij-’ “PO; (fxf)(~~, Y) =.rt(kLf’(x)> .f( Y))). 
Soit % une composante irreductible de N” passant par 1~“. Alors 0(/l,) c ‘6. La 
variete N” peut etre munie de deux topologies: la topologie mitrique (une loi 
/lo s’identifie a ses constantes de structure relatives a une base fixee de @“) et la 
topologie de Zariski, moins fine que la precedentc. Comme (6 est fermee pour la 
topologie de Zariski, 0’. l’adherence de l’orbite de ,R,, au sens de Zariski est aussi 
contenue dans 44. 
Ceci etant, soit (JP)P 2 1 une suite d’isomorphismes de Gl(n, a=). On definit une suite 
de lois isomorphes a /lo en posant 
pp = fp-’ 2 PO - cf, x&j 
Si lim P+X ilP existe, alors cette limite tlX est une loi de N”, qui est appelee une 
contraction de ,u,, et qui appartient a 0’. Ainsi toute composante % contenant 
p0 contient aussi toutes les contractions de /I~). 
Cette remarque peut se generaliser en introduisant la notion de perturbation. 
Dkfinition (on se place dam lr cadre de l’a~~trl~w~ non standmd). Soit p0 une loi 
standard de N”. Une perturbation ,D de Ii,, est une loi de N” &rijant 
p(X, Y) = ,uO(X, Y)VX, Y standard dans c” (ou A 2 B signifie que le vecteur A - B 
est infiniment petit). 
En particulier si pl, = lim,, , I(,, est une contraction de /co, alors pour tout 
p0 infiniment grand, la loi p,,,, est isomorphe a 14~ et est une perturbation de pu,. Cette 
remarque traduit parfaitement le lien entre les notions de deformations et de contrac- 
tions. 
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Conskquence. Les invariants des lois nilpotentes caracterisant les composantes irre- 
ductibles sont des invariants stables par perturbation. 
Parmi ceux ci figure la suite cal-actKstiqur. 
1.2. Suite carckristique 
Soit /lo une loi nilpotente. L’operateur ad,<,(X) est nilpotent. On note C(X) la suite 
ordonnee des exposants de similitude de ad,,, (X). En considerant l’ordre lexicographique 
sur l’ensemble de ces suites, on peut difinir la suite carnctkristiyue de /lo par 
C(k) = sup (C(X)lX$W,kl)) 
ou (/(/lo) est l’algebre derivee de /lo 
II est clair que C(ll,) est un invariant de pO. 
ThkorPme (Goze et Ancochea-Bermudez [2]). Pour chaque kc,, standard de N” et pour 
chaque perturbation p de /lo on CI C(p) 2 C(p,). 
Conskquences. (1) Soit I(, une contraction de ~1~. Alors C(p,) I C(/l,). 
(2) Dans N” toute suite caracteristique C(p) vtrifie 
(l....,l)<C(/c)l(n-1,l) 
Le maximum (n - 1,l) correspond aux algebres de Lie filiformes et le minimum 
(1. , 1) a l’algibre abilienne. 
On en deduit que l’ensemble 
u:l= (PEN”(C(P) IS) 
ou s est une suite fixee verifiant (1, , 1) I s I (n - 1, 1) est ouvert dans N”. 
1.3 Di;ter.mination des composantes 
Les propriitts de la suite caracttristique permettent de definir une methode de 
determination des composantes: 
(1) On examine la reductibilite eventuelle de l’ouvert U;,_ r, r) des lois filiformes. 
(2) On etudie la reductibilite des ouverts de U,” ne rencontrant pas les composantes 
deja ttudiees relatives a des suites caracteristiques fix&es. 
2. Les composantes de N8 
2.1. Nombre des composnntes 
ThkorPme. Soit % me composante irrkductible de N. On peut d$nir la suite c.nract&is- 
tique de C pm 
Ainsi pour toute compostrnte % wncontrattt l’owert de.5 ,fil[fotme.s, on LI 
C(K) = (n - 1, 1). 
ThCokme. La vuriitb Nx at lcr tktnion de Ituit composantes irrkductibles dent 10 
caract~ristique est sup~rieure ou iyrrl it (5. 2. 1). 
2.2. Description des composantes 
2.2. I. L ‘otaerl des ,fil~fTvwic5 
Proposition 1 (Goze et Ancochea-Hermudcz [TJ) L’oucert des jifilfiwmes UF7, I) e.st 
contenu dans la rtunion dc’ dcus compoxtntes irkluc~tibles %I et Z1, de dimensiott 55 pi 
sont les adhhences dr Zariski des othittcs drs ,f~tttzillrs suimntrs (acec x E C): 
( ,u,l(X1,Xi) = Xi_I. 3 Ii 58. 
/dW,,~,) = %X23 
/r,‘(X,.X,) =x2, 
/1;(x5,x8) = (1 + x)X, + X2. 
/‘11(X,5X,) =X3, 
/(:(x,.x,) = (2 + a)& + x3. 
\ &(X7,X,) = (2 + %)X5 + x4. 
( I_tf(Xl,Xi) = X;_1, 3 5 i 5 8. 
/lzz(x$.X,) =x2, 
P,z(X‘h~,) =x3 + x2, 
rld(X,,X,) = - x2. 
/&X5,X7) = - 3x2, 
,4(X,,&) = x, + +x.3, 
ps2(xo.x7) = - 3x3, 
P:w,,x,) = x5 + 3x4 + xX2. 
\ &(X,.X8) = Xb + ix, + xx,. 
Autrement dit, 
‘t1 =czi), %z==@& 
2.2.2. Etude de U~6,1,1, 
Considtrons les familles suivantes 
/ p;(xl,x;) = xi-1 4 Ii 58, 
p;wz.&) =x3, 
&Lw = x4 + PI&. 
P/:(&&) = x5 + BlX& 
P;:Gf,,&) = P2X,, 
gkGJ8) = (1 + lj2LL. 
\ pi:&&) = (1 + /)2)X5 + fi3x2 
/ /L:(X~,X~)=X~_~ 41i18, 
1&&,&) = - 2x3, 
&Xg,X,) =x,, 
pk,&) = XI + xz, 
p;((XtjrX7) = x, + rLl x3 - xz, 
p;(x,,x,) = 2x5 + ).,X4 + 1.2X3, 
~ p;(x,,x,) = 2x, + k1Xs + izx4 + jLsx3 + IL4XZ 
avecB=(B1,Bz,lj3)E@3,P2#-1 et~,=(i.,.i.,,i.,,i.,)E@S.Posons(t‘3=0(~~~), 
(64 = O(p:) et W5 = O(p:). 
Proposition 2. L’oucert U pb, I 1 , est contenu dam lu rbunion des composuntes %l,%z, 
% 3. 5C4 et (t5. On ~1 dim(%-,) = 54 et dim(??/‘,) = dim(Ks) = 57. 
Remarque (Une pararnbtrisation de CYS compo.smte,s). Le vecteur X2 defini dans la base 
adaptte peut 2tre caracteriser de man&e intrinseque: c’est un vecteur propre, n’appar- 
tenant pas au centre de p, de l’adjoint d’un vecteur caracttristique (dont la suite 
caracteristique est maximale). Chacun des cas suivants correspond a une composante: 
C(X,) = (2,2,2,1, l), 11 E’tj 
C(X,) = (2,2,1,1,1,1). /l E%4 
C(X,) = (2,1,1,1,1,1, l), /I E%s 
2.2.3. Etude de UF5,2,1, 
Considerons les familles de lois suivantes dont la suite caracteristique est (5, 2, 1) 
’ &X1,X,) = XI, 
,Uz(X1,Xi) = Xi-r 5 I i I8, 
~~:wz,&) = x4, 
J.M. Ancochea-Bermudez et al. /Journal of Purr and Applied Algebra 106 (I 996) I I-22 
f /.&X,,&) =x2, 
~~(X,,Xi) = Xi-l 5 I i I 8, 
&X,,X*) = X& 
I&X3,X,) = BIX4. 
17 
Pjl(X,,Xs) = (1 + Bl)X, + X4 + lj)2X23 
&7X,, X7) = /&X4. 
$(X,,X*) = /j3X5 + X2, 
\ $(X,&3) = P3X6 + X3, 
avec x = (x 1 ,.... a8)~C8 et fl=(PL,fi2,f13)~C3. 
Proposition 3. Les adhkrences des orbites des families gh = O(p,h), %, = O(p$) et 
Cd8 = O(pi) sont des composantes irrbductibles de N8, respectitlement de dimension 59, 
59 et 55. L’ouuert U,85,2,1J est contenu dans la rbunion lJa=, %Ti 
2.2.4. Dkmonstration des propositions I, 2 et 3 
La proposition 1 est domontrke dans [2]. 
Considerons i present l’ouvert U&, 1 ). I1 rencontre les composantes 9T1 et %Y2. Nous 
devons diterminer les composantes qui reconcontrent le bord ?IUF~,~,~) =
1,~ E Ns 1 C(p) = (6,1,1)j. 
Si ;L E SUP,, 1, 1 ). il existe une base 
I_‘(X,,X2)=C1(X1,X3)=Oet~(X,,Xi)=Xi- 
impliquent en particulier 
(XI, . . ,X,) de g8 telle que 
1 (4 I i I 8). Les conditions de Jacobi 
~l(x,,~l(Xi,xj))=~(Xi-,,Xj)+~(Xi,Xj-l) (4Ii,jI8) 
On en dkduit (ce calcul se fait en utilisant par exemple Mathematics) que la loi ,u est la 
forme: 
/,I(Xl,Xi) zXi-1 (4 I i I 8) 
P(XZ>X,) = x,X3 
/4X2,X,) = SclX, + x2x3 
pw2,Xh) = c(2x4 + a,X, +x3x3 
/4X2,X7) = a,X, + cczx, + c(3x4 + r*qx3 
/L(X,,Xs) = cc,x, -t azx, + c(3xs + clqx4 + a5X3 + a,Xz 
PW,,X,) = BzX3 + BLXZ 
/4X,.X,) = (;‘I + /‘,)Xs + p2x‘t + 111x3 - 1’4x2 
P(X,>X,) = (liz + 3:,, + 2/‘,)X, + (;,2 + 2/)2)X5 + (p3 + V,)Xb + vzx, 
et en particulier xzljl = xj/il = 21/1, = ~~~~~ = xl/l4 = 0. 
Si p, # 0, la loi 11 est filiforme. Prenons done /jl = 0. 
l Si x2 # 0. on peut perturber ,B sur une loi filiforme et les algibres correspondantes 
sont dans une composante rencontrant I’ouvert des filformes. 
l Si x2 = 0, les conditions de Jacobi et de nilpotence impliquent 
lJ)z = y1 =pl =~6=/)5=pz=52=Od~sque~3$;0 
Ceci definit la premiere composante. Si x 3 = 0. la condition ‘z4 # 0 engendre la 
deuxikme composante et les conditions x4 = 0 et rs # 0 engendrent la troisikme 
composante. 
Cccl montre que Up,. 1, 1, est rkunion de ces cinq composantes. 
\ I 8 Exammons a present I ouvert Ucs, 2, 1j et i~U/i.2.11 ={/~EN81C(~)=(5.2,1)j.0n 
montre, comme prCcCdenment, que toute loi de UFs,,, 1) est isomorphe ri une loi de la 
famille suivante: 
,ll(X,,X,) = a*X, 
,Ll(Xl,X,) = azx, 
,H(X,,X,) = xX2x5 + %x3X4 + %4X> 
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p(Xs.x7) = d,x4 + cS,x2 
/L(Xfj.X?) = 6,X, + p,x4 + 62X, - 64x2 
P(X6,XS) = (26, + i’l)X, + (01 + (53)X5 + pzx4 + p3xz 
~w~.xd = ml + :4x, + (pl + dj)x6 + p2xs 
avec, en particulier 
p4 + 2!I(4 + 47, + 56r = 0 
Pl(Q + P,) = 0 
x,(71 + (5,) = 0 
6,(a, + 61’r + 106r) = 0. 
Les algebres correspondant a fi2 # 0 sont dans des composantes deja d&rites. 
Les nouvelles composantes contiennent les algebres correspondant aux conditions 
(6, = 0, rl # 0), (dz = 0, zl = 0, 8, # 0), (6, = 0, rl = 0, 6, = 0, p3 # 0). Comme 
on ne peut passer d’une de ces familles i l’autre par perturbation, ces composantes 
sont distinctes. 
2.2.5. Dbnonstration du thkorkme. 
Compte tenu de la proposition precedente, il suffit d’examiner toutes les algebres 
dont la caracteristique est inferieure ou tgale a (5, 1, 1, 1). Ceci se fait (en utilisant un 
systeme de calcul formel comme Mathematics pour la reduction des conditions 
polynomiales) en Ccrivant pour les algebres de l’ouvert Up les conditions de Jacobi, 
les conditions de nilpotence et les conditions relatives a l’appartenance a Us. Une 
fois ceci determine, on montre que pour chacune de ces lois il existe une pertur- 
bation ayant une suite caracteristique plus grande. Les calculs dttaillts peuvent etre 
lus dans [4]. 
3. Quelques remarques 
Proposition. 011 N 
dim %‘, = dim %? = dim VT8 = 55 
dim%, = 54 
dim%, = dim%, = 57 
dim%, = dim%, = 59 
Ces dimensions se dcterminent aprks avoir rkduit les paramktres des families 
ghhatrices des composantcs aux sculs paramktres orbitaux et calculi: la dimension 
des algkbres de dkrivations. 
3.2. SW la composante de Serle~- 
Rkemment, Seeley [3] a montri: I’existence d’une composante de N8 qui ne 
rencontre pas I’ouvert des Gliformes (en fait now prouvons ici qu il existe 6 com- 
posantes ayant cette propriktk). Elle est definie ;I partir de l’algkbre suivante: 
~“(Xi,Xj)=C~=1XI:Y, (1 Ii<jI3) 
LC(X,, Y,) = 22 
/1(X,, Y,) = z, + zz 
Cette algkbre de Lie est de caractttristique (3,3, 1, 1). En fait elle se perturbe sur une 
algkbre de caract&-istique (4 ,2.1,1) ct la composante de Seeley coincide avec l’une des 
composantes %S.%gr%6 ou x7. 
3.3. line cmjecture 
L’ttude des composantes en dimension 8 fait apparaitre un nombre inth-essant de 
ces composantes; elle nous informe quclque peu sur leur comportement. Nous voyons 
en particulier que la caracttristique de ces composantes est assez irlevi-e. Ceci suggkre 
la conjecture suivante: 
Atin d’ktayer cette conjecture, rappelons les rt-sultats concernant les petites dimen- 
sions (on notera par 111 le nombrc de composantes): 
I1 = 2 1’ = I 111 = 1 
II = 3 /I = 2 112 = 1 
I? = 4 [I = 3 112 = 1 
II = 5 p = 4 111 = 1 
II = 6 p = 5 /II = 1 
II = 7 [’ = 6 111 = 2 
I7 = 8 /7 = 5 112 = 8 
Bien entendu les Ctais drkssts par ce tableau sont quelque peu fragiles, l’ktude des 
dimensions asscz grandes pouvant d&oiler des rksultats surprenant. Toutefois on 
peut afirmer qu’il n’existe pas de composantes ne contenant que des algkbres de 
caractkristiques (2. I . . 1) car ces algebres sont toutes isomorphes rl l’algkbre de 
Heisenberg qui n’est pas rigide. 
II scmble intkressant de savoir si I’une des composantes de NX est aussi une 
composante de la varitti: Ls des lois d’algkbre de Lie complexes de dimension 8. Un 
problkme de m&me nature consiste ii dkterminer les alg@bres nilpotentes rigides. 
L’examen des composantes que nous venons de dtcrire montre qu’aucune n’est 
I’adhtrence d’une orbite d’une loi dans la varitti: L8. RCcemment. on a pu prkciser ce 
rksultat, en montrant qu’aucune loi d’algkbre de Lie nilpotente filiforme n’est rigide 
dans L”. 
4. Algkbres de Lie et Mathematics 
D&s la dimension 8. I’kriture des conditions polynomiales de Jacobi et des condi- 
tions de nilpotence est une chose impossible sans faire appel i certain logiciel de calcul 
formel. Nous nous sommes servis ici du logiciel Muther~~utic~~~ et avons krit dans son 
langage les procidures suivantes [S]: 
~ Vkrilication des identitts de Jacobi 
Vt-rification des conditions de nilpotence 
Dktermination de la suite caratkristique 
~ RCduction des conditions polynomiales et d&termination d’une base qui engendre 
les composantes (en terme de base de Griibner) 
Calcul des dimensions de groupes de cohomologie adjointe. 
Calcul du H2(g,<g), gknkrateurs et dimension. 
Pour se procurer ce programme. on peut s’adresser ri: m.goze&univ_mulhouse.fr. 
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